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Lassen sich Quantenzustinde als Ensembles streufreier Zustinde darstellen? II

W. Ocns
Sektion Physik der Universitit Miinchen

(Z. Naturforsch. 26 a, 204—214 [1971] ; eingegangen am 22. Oktober 1970)

Can quantum-states be considered as ensembles of dispersionfree states? 11

In part I of this paper we constructed a model representing quantum states by ensembles of
dispersionsfree states. In part IT we study further properties of this model and analyse their
logical relations. It is also shown that the main results do not depend on the assumption that
each self-adjoint operator corresponds to an observable.

1. Einleitung

Im ersten Teil dieser Arbeit! haben wir folgendes
Problem behandelt: Lassen sich Quantenzustinde
durch Gibbsche Ensembles streufreier Mikrozustan-
de darstellen, wenn wir in Anlehnung an die Diffe-
rentialraum-Quantentheorie (= DRQ)2~* verlangen,
daB ein Mikrozustand durch die objektiven Werte
aller Observablen eindeutig charakterisiert ist ?

Dabei ergab sich zunichst, dal eine ,,DRQ-dhn-
liche® ensembletheoretische Formulierung der
Quantentheorie (im folgenden mit EQT bezeichnet)
nur moglich ist, wenn die Konzeption der Obser-
vablen und Quantenzustinde gedndert wird. Nach
der Entwicklung einer modifizierten Observablen-
konzeption haben wir dann alle mathematischen
Forderungen an die Ensemblekonstruktion, die aus
den physikalischen Vorstellungen der EQT folgen,
in zwei Axiomen zusammengefal3t:

Axiom (1). Zu jedem komplexen, separablen
Hilbert-Raum H existiert ein MeBraum (2, %) mit
folgenden Eigenschaften:

(a) Jedem Paar A%, bestehend aus einem selbst-
adjungierten Operator 4 aus H mit diskretem
Spektrum und einer A-feineren Zerlegung der
Einheit «, ist eine surjektive, #-mellbare Ab-
bildung 04%: Q2+ a von {2 auf das Spektrum
von A zugeordnet 5.
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(b) Fur alle stiickweise stetigen Funktionen f auf
R gilt
F(04%) = Of (A)=*.

(¢) Jedem Paar We, bestehend aus einem Spur-
operator® W aus H und einer W-feineren ZdE &,
ist eine Wahrscheinlichkeit uyy auf (2, #) zuge-
ordnet.

(d) Zu zwei verschiedenen Punkten z,y e Q2 exi-
stiert mindestens eine Observable A% mit der
Eigenschaft 04 (x) %= 04%(y).

Axiom (2). Fur alle Observablen und Makro-
zustdnde gilt die Beziehung
[04%duyy = Sp(AW).
Q
Durch Konstruktion eines mathematischen Ge-
bildes®, in dem diese Axiome gelten, haben wir die
Moglichkeit einer Darstellung von Quantenzustin-
den durch Ensembles von Mikrozustinden (ohne
absolut verborgene Parameter) nachgewiesen.

Im vorliegenden zweiten Teil der Arbeit wollen
wir das in I entwickelte EQT-Modell nidher analy-
sieren. Zunichst betrachten wir weitere Eigenschaf-
ten des Modells, die iiber die im Axiomensystem
enthaltenen definierenden Merkmale hinausgehen.
Danach analysieren wir die logische Abhdngigkeit
der Modelleigenschaften voneinander. Zum Schluf}

5 In Anlehnung an ihre physikalische Interpretation be-
zeichnen wir die Paare 4% und We als Observable bzw.
Makrozustdnde; eine Observable P* mit P2 = P nennen
wir Zustandseigenschaft. ,,Zerlegung der Einheit‘¢ kiirzen
wir im folgenden mit ZdE ab; eine ZdE 1 = X @; heiBt

1

A-feiner, wenn jeder der Projektionsoperatoren ; in
einem Projektionsoperator der Spektraldarstellung von 4
enthalten ist. Einen positiv semidefiniten, selbstadjun-
gierten Operator W mit Sp (W) = 1 bezeichnen wir als
Spuroperator.

6 Dieses Gebilde wird im Anhang, zu Beginn des Beweises
von Satz 3, nochmals kurz skizziert.
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untersuchen wir noch die Frage, inwieweit die Uber-
legungen dieser Arbeit von der Voraussetzung ab-
hingen, dafl jedem selbstadjungierten Operator mit
diskretem Spektrum eine Observable entspricht.

2. Eigenschaften des EQT-Modells aus I

Bevor wir spezifische Eigenschaften unseres Mo-
dells betrachten, wollen wir uns iiberlegen, ob aus
dem Axiomensystem der Einleitung weitere (iiber
Axiom (1b) hinausgehende) Observablenrelationen
folgen, die im ganzen Zustandsraum oder wenigstens
in einzelnen Ensembles gelten.

Lemma 1. Aus den Axiomen (1) und (2) folgen die
aquivalenten Beziehungen?

PW=0=(VQ) (Y, B, &) uiy {OP20QF = 0} = 1,
(2.1)

V=Q=(VP) (Vo B,y) iy {PP* < 0Q8} = 1. (2.2)

Zusitzlich zu der im ganzen Zustandsraum giiltigen
Beziehung f(04%) = 9f(A4)* sind also in jedem En-
semble (fast tiberall) weitere Observablenrelationen
erfillt. Diese ,,ensemblespezifischen* Relationen
werden durch das Ensemblemall ujy erzwungen, in-
dem es der Menge aller Mikrozustinde mit abwei-
chender Observablenstruktur das ui-Mafl Null zu-
ordnet. Allerdings zeigt der folgende Satz, dafl diese
Observablenrelationen jeweils auf bestimmte (von
den betreffenden Observablen abhingige) Ensembles
beschrinkt bleiben; sie lassen sich nicht einmal fur
alle Paare P%, @8 von Zustandseigenschaften mit
der entsprechenden Operatorbeziehung PQ = 0
oder P = @ auf ein (gemeinsames) Ensemble aus-
dehnen — geschweige denn auf den ganzen Zu-
standsraum.

Satz 1%#. Im Fall dim H = 3 stehen die dquivalen-
ten Eigenschaften

(E1) QU%(YP,Q

[P < Q= (Va, B) uy {OP* < 0Q8} = 1],
(3U%(YP, Q)

[PQ=0= (Va, f) u§ {"P*°Q% = 0} = 1

in Widerspruch zu Axiom (1).8

(EL1)

7 Y bedeutet fir alle ...; (Vo) [... P*...] bedeutet fir alle
P-feineren ZdEo. Alle Beweise finden sich im Anhang.
Dieser Satz ist eine leichte Verallgemeinerung des Satzes
von BELL?Y, der auch Satz 1 aus I zugrunde liegt. Die
Verallgemeinerung besteht darin, dal bestimmte Ob-
servablenrelationen nicht mehr fur ganz £ sondern nur
noch fiir fast alle  beziiglich mindestens eines Mafes
vorausgesetzt werden. Die Bezeichnung (1) soll darauf
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Korollar: Zu jedem Makrozustand W¢ existiert
mindestens ein Paar orthogonaler Projektionsope-
ratoren P, @ mit der Eigenschaft

Wiy (0P = Q7 = 1} >0

fir geeignete o, f.

(2.3)

In einem Kollektiv gleichpraparierter physikali-
scher Systeme befindet sich also zu jedem Paar von
Zustandseigenschaften ein im allgemeinen positiver
Anteil von Systemen in Mikrozustdnden mit der
Eigenschaft 0P* = 098 = 1, auch wenn sich diese
Zustandseigenschaften im Rahmen der Quanten-
mechanik gegenseitig ausschlieen.

Uber diese Ergebnisse hinaus — die als Konse-
quenzen aus dem Axiomensystem ja fiir jede EQT
zutreffen — gelten in unserem Modell die stirkeren
Eigenschaften

(VU (VPy1,...,Pp mit [ ][Sp(P;iU) =+0)
1=1
(E2) (Vouu,...,on mit ¢ %7 <0y *+0y)

0 < uf{OPH = = 0P: =1} <1

und

(E3) Jede Abbildung x: A — N mit der Einschrin-
kung x(«) € Ky tst Element von £2.10

Eigenschaft (E3) besagt, daf} alle mit Axiom (1c¢)
vertraglichen Kombinationen von Observablen-
werten auch wirklich als Mikrozustinde im Zu-
standsraum unseres Modells auftreten. Eigenschaft
(E2) weist auf einen groBlen Unterschied und zu-
gleich auf eine charakteristische Analogie zwischen
Quantenmechanik und EQT hin. Im Rahmen der
Quantenmechanik sind in jedem Quantenzustand
unendlich viele andere (sich ausschlieBende wie un-
vertragliche) Quantenzustdnde iiberlagert oder
,.,potentiell enthalten*‘; je nach der ,,experimentel-
len Fragestellung treten andere Gruppen der vor-
her nur potentiell vorhandenen Zustande in Er-
scheinung. In der EQT dagegen entspricht jedem
Quantenzustand ein ganzes Ensemble von Mikro-
zustinden, und in jedem Mikrozustand sind die
Werte aller Observablen eindeutig festgelegt. Die
EQT kennt weder eine Uberlagerung verschiedener

hinweisen, dal Satz 1# das Analogon zu Satz 1 im Rah-
men der modifizierten Observablenkonzeption darstellt.
9 J. 8. BELL, Rev. Mod. Phys. 38, 447 [1966].
10 A bedeutet die Menge aller ZdE von H; K, bedeutet die
Indexmenge der ZdEax, 1= X @;; sie ist entweder
1€Ka
gleich {1, ..., N} oder gleich {1,2,...} = N.
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Zustinde noch einen Ubergang von ,,potentiellen*
zu ,realen‘ Zustinden; eine experimentelle Frage-
stellung wirkt im Idealfall lediglich als Filter 411,12,
Aber — und hierin liegt die Analogie — jede end-
liche Kombination von Observablenwerten, die in
einem bestimmten Quantenzustand nach Axiom (2)
und Axiom (1b) moglich ist, tritt ebenfalls in dem
entsprechenden EQT-Ensemble in einer (von der
Wertekombination abhidngigen) Menge von Mikro-
zustinden von positivem Mal auf. Die EQT erkauft
also die vollstindige Charakterisierung der Mikro-
zustinde durch eine deutliche Schwichung ihrer
Observablenstruktur. Wie das Korlorar zu Satz 1%
zeigt, 1aBt sich eine Anderung der Observablen-
konzeption — mit einer entsprechenden Abschwi-
chung der Observablenstruktur — in der EQT auch
nicht vermeiden; denn Gl. (2.3) vertragt sich nur
dann mit den experimentell priifbaren und als giiltig
vorausgesetzten Aussagen der Quantenmechanik
(wonach bei PQ = 0 nie gleichzeitig P = @ =1
gemessen wird), wenn wir den Observablenbegriff so
modifizieren, dafl zwei Zustandseigenschaften mit
orthogonalen Projektionsoperatoren nicht notwen-
dig vertraglich sind.

Nach dieser Erorterung der Observablenstruktur
der Mikrozusténde betrachten wir im folgenden noch
einige Merkmale der Wahrscheinlichkeitsfelder (2,
uyy). Wie in Satz 3 gezeigt wird, gilt in unserem
Modell die Eigenschaft
(E4) Ist # die Klasse aller Mengen der From

M3~ (0Px =1}

und B die von X erzeugte Boolsche Algebra, so exi-
stiert zu jedem Element M € B, M + O ein Makro-
zustand We mit der Eigenschaft uy (M) > 0.

(E4) bedeutet, daBl alle durch endlich viele Zu-
standseigenschaften definierten Mengen von Mikro-
zustinden auch real vorkommen, insofern sie bei
mindestens einer Priaparation mit positiver Wahr-
scheinlichkeit auftreten.

Bekanntlich existiert in der Quantenmechanik
eine Klasse von extrem unscharfen Makrozustin-
den W, die jeder (von Null verschiedenen) Zustands-
eigenschaft einen positiven Erwartungswert zu-
ordnen:

(VP +0) Sp(WP)>0.

11 A, S1eGeL u. N. WIENER, Phys. Rev. 101, 429 [1956].
12 W. Ocus, Helv. Phys. Acta 43, 685 [1970].
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Unser Modell besitzt nun in Analogie zur statisti-
schen Mechanik die stiarkere Eigenschaft

(E5) Ist M eine beliebige Menge aus Z mit der Eigen-
schaft (3U%) u% (M) > 0, so gilt

(VW) (V&) 5 (M) > 0.

Die Mafle ,u%‘v reprasentieren demnach eine so geringe
Information iiber das System (bzw. eine so ,,neu-
trale’* Priaparation), dafl iiber die experimentell de-
finierbaren Mengen hinaus alle im Rahmen der
EQT physikalisch sinnvollen Mengen von Mikro-
zustdnden mit positiver Wahrscheinlichkeit zu er-
warten sind.

Lemma 2. Unter der Voraussetzung von Axiom (1)
gelten die Beziehungen

(E2) = — (E1), (2.4)
(E2) = (E4), (2.5)
(E2) = (E5). (2.6)

Im Verhéltnis der Klassen Z und & zeigt sich ein
charakteristischer Unterschied zwischen EQT und
statistischer Mechanik. In der statistischen Mecha-
nik bildet die Gesamtheit der als operativ definier-
bar angesehenen Mengen 13 eine Boolsche Mengen-
algebra #’ im I-Raum; sie ist damit gegen alle
operativ interpretierbaren Mengenoperationen wie
Vereinigung, Durchschnitt und Komplement abge-
schlossen. Diese Tatsache beruht darauf, daf} in der
klassischen Physik alle Zustandseigenschaften —
und damit alle ,,mengendefinierenden’* Bedingun-
gen — vertrdglich sind. In der EQT — als einer
Formulierung der Quantentheorie — gelten dagegen
nur die Mengen aus Z als operativ sinnvoll, und #
ist nur gegen Komplementbildung abgeschlossen.
Hier erhebt sich die interessante Frage, ob sich der
Unterschied zwischen den operativ definierbaren
Mengen aus # und den ,,meta-experimentellen®
Mengen aus #\Z auf die physikalische Bedeutung
beschriankt oder ob die Elemente aus # auch mathe-
matisch ausgezeichnet sind. Jeder formale Unter-
schied zwischen den beiden Klassen wire zugleich
ein Unterschied im ,statistischen Uberbau‘* zwi-
schen EQT und statistischer Mechanik, wo es keine
zu X analoge, ausgezeichnete Unterklasse von %’
gibt.

13 Fiir unsere Uberlegungen ist es unerheblich, welchen
Umfang genau man der Gesamtheit der operativ inter-
pretierbaren Mengen zugesteht; eine Boolsche Algebra
bilden sie in jedem Fall.
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Nun existiert bekanntlich zu zwei beliebigen,
punktfremden Mengen (+0) aus % stets ein
Makrozustand, der beiden Mengen unterschiedliche
Wahrscheinlichkeiten zuordnet. Daraus erhalten
wir mit der Eigenschaft

(E6) Zu zwei beliebigen Mengen M1, My aus # mait
den Merkmalen M1 N My = 0, (3U9) ,u%(Ml U Ms)
> 0 exustiert mindestens ein Makrozustand W¢e mat

i (M) + pyy (M)

unmittelbar eine notwendige Bedingung fiir die
formale Gleichwertigkeit der Elemente aus % und Z.

Lemma 3. Aus den Axiomen (1) und (2) und
Eigenschaft (E6) folgt (E1).

Korollar. Im Falle dim H = 3 sind die Axiome (1)
und (2) und Eigenschaft (E6) unvertraglich.

Die formale Auszeichnung von # vor # bedeutet
physikalisch, dafl die Praparation von Quanten-
zustinden i.a. zu grob ist, um zwei schnittfreie end-
liche Kombinationen von Zustandseigenschaften
mit unterschiedlicher Wahrscheinlichkeit erzeugen
zu konnen.

Der folgende Satz fallt nochmals alle in dieser
Arbeit enthaltenen Aussagen iiber unser Modell zu-
sammen und gibt eine vollstindige Ubersicht der
gegenseitigen Abhéngigkeit bzw. Vertraglichkeit der
betrachteten Axiome und Eigenschaften.

Satz 3.

(a) die Axiome (1), (2) und die Eigenschaften (E2)
bis (E5) sind vertraglich und in dem EQT-Mo-
dell aus I realisiert.

{b) Im Falle dim H = 2 sind die Axiome (1), (2) und
alle Eigenschaften (E1) bis (E6) vertraglich und
ebenfalls in unserem EQT-Modell realisiert.

(c) Unter der Voraussetzung von Axiom (1) sind von
den iibrigen sieben Aussagen (i.e. Axiom (2) und
die Eigenschaften (E1) bis (E6)) genau die
30 Kombinationen vertréglich, die nicht bereits
durch Satz 1% und die Lemmata 2 und 3 aus-
geschlossen werden; dabei handelt es sich um
(c1) 22 =4 Kombinationen mit der gemein-

samen Voraussetzung

— (E1) A (E2) A (E4) A (E5) A = (E6) ,
(¢2) 24 = 16 Kombinationen mit der gemein-
samen Voraussetzung

—(E1) A = (E2) A = (E6),
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(¢3) 2 Kombinationen mit der gemeinsamen
Voraussetzung
— Axiom (2) A= (E1) A (E2) A (E4) A (E5)
A (E6)

und

(c4) 23 = 8 Kombinationen mit der gemein-
samen Voraussetzung

— Axiom (2) A =(E1) A = (E2) A (ES).

Damit schlieBen wir die Untersuchung unseres
EQT-Modells ab. Bei dieser Gelegenheit mochten
wir betonen, daB3 die in den Beweisen zu Satz 2 und
3 konstruierten Modelle lediglich die Moglichkeit
bzw. Vertraglichkeit gewisser Eigenschaften einer
EQT aufzeigen sollten; dariiber hinaus besitzen sie
keine physikalische Bedeutung, zumal sie — der
Problemstellung der Arbeit entstrechend — nur
die zeitunabhingigen Aspekte der EQT erfassen.

3. Eine Abwandlung von Satz 1

Zum Abschluf3 miissen wir noch das in I, 3. auf-
getretene Problem behandeln, inwieweit die Giltig-
keit von Satz 1 (und im AnschluB8 daran die Not-
wendigkeit einer neuen Observablenkonzeption fiir
die EQT) auf unzulissig starken Annahmen tiber
die Menge der Observablen eines Systems beruht.

Um die Darstellung zu vereinfachen, haben wir in
Anlehnung an die DRQ angenommen, dal jedem
selbstadjungierten Operator mit diskretem Spek-
trum eine Observable und jedem Spuroperator ein
Makrozustand entspricht. Diese Annahmen halten
wir aber (auch abgesehen von Uberauswahlregeln)
nicht fiir ausreichend begriindet, um daraus auf die
Unmoglichkeit verborgener Parameter schlieen zu
konnen. Wir beweisen daher Satz 1 unter anderen,
hinsichtlich der Observablenmenge abgeschwiachten
Voraussetzungen. Anstelle der Annahmen (An1) bis
(An3) und (An8) aus I machen wir folgende An-
nahmen:

Annahkmen iiber die Observablen physikalischer
Systeme
(A1) Jedem System ist ein komplexer Hilbert-
Raum H zugeordnet und es existiert eine bi-
jektive Abbildung o der Menge aller Zustands-
eigenschaften des Systems auf eine Menge X
von Projektionsoperatoren aus H; fir X' gilt
0,1e2; PeX=1—-Pel,
(P,QeX) n(P< Q)= Q— Pel.

14 Py, |, Py, bedeutet den Projektionsoperator zu der von
w1 und y2 aufgespannten Ebene.



208

(A2) Es existiert ein System mit den Eigenschaf-
ten 14

(F¢1, @2, pseH, {gi| > = di5)
3
(Vy =D cipi, ci€ As)
=i

Pw::l'/f)«”ez’ Pvu‘*‘Pvz—*_PWEZ’
P PWEZDPWLJPWEZ.

i
Hier bedeutet A, die Menge aller rationalen
Zahlen, die sich in maximal n Schritten durch
die vier Verkniipfungen 4, —, -, taus O und 1
gewinnen lassen.

Annahmen iiber die Makrozustinde physikalischer
Systeme
(B1) Es existiert eine bijektive Abbildung ¢ der
Menge aller Makrozustinde auf eine Menge ©
von Spuroperatoren aus H.

(B2) Fur das spezielle System aus (A2) gilt
(QeX)nQ=P, + P, + P, = (Q[Sp(Q))€O.

Annahmen uber die Ensemblekonstruktion

(C1) Jedem Hilbert-Raum H ist ein MeBraum (£,
&) zugeordnet.

(C2) Jedem Projektionsoperator P e X ist eine
Menge Mp € & und jedem Spuroperator We @
ist eine Wahrscheinlichkeit puw auf (2, £) zu-
geordnet.

(C3) Stehen n + 1 Elemente Py, ..., Py, @ aus X

n
in der Beziehung @ = > P;, so gilt fur die
i=1

zugeordneten Mengen
n
JIQ :U]ﬂp(l i #jo]up‘ﬂ ij =0.
i=1
Annahmen diber den Erwartungswert von Zustands-
eigenschaften
(D) Die Funktion uy (Mp): @ x X+ [0, 1] hat die
Eigenschaften

P=W=uy(Mp)=1,
[P, W] =0 = puy(Mp)<1.

Satz 4. Die Annahmen (A) bis (D) sind unver-
traglich 15,

15 Satz 4 ist eine Abwandlung eines Satzes von BELLY. Im
Unterschied zu BELL kommen wir mit der Annahme
endlich vieler geeigneter Observablen und Makrozu-
stinde aus; dafir bendtigen wir noch Annahme (D) iiber
den Erwartungswert von Zustandseigenschaften.

W.OCHS

Die zur Diskussion stehenden Annahmen (A) und
(B) sind nun im Rahmen der Quantentheorie sicher
erfullt; insbesondere treffen die Voraussetzungen
(A2) und (B2) auf alle Spinsysteme mit s > } zu.

Mit Hilfe entsprechend modifizierter Annahmen
(A#) bis (D¥) laBt sich auch eine analoge Verschir-
fung von Satz 1% ableiten. Damit kommen wir zu
dem Ergebnis, dafl die Giiltigkeit der Satze 1 und
1# (und damit auch die Notwendigkeit einer neuen
Observablenkonzeption fiir die EQT) von einer
physikalisch vertretbaren Abschwichung der An-
nahmen (An1)und (An5) bzw. (An1¥) und (An5%)
nicht beeintrachtigt wird.

Dieses Ergebnis laft sich allerdings nicht auf alle Re-
sultate dieser Arbeit ausdehnen. So hingt die Gultigkeit
von (E4) wesentlich vom Umfang der gegebenen Makro-
zustdnde ab; Satz (3a) mufl daher bei einer Abschwichung
von Axiom (1c¢) unter Umstédnden entsprechend korrigiert
werden.

Die Siitze 2 und (3b) bleiben bei jeder physikalisch sinn-
vollen Abschwichung der Axiome (1a) und (1d) gultig.
Bei Satz (3¢) kann die erste Behauptung, i.e. die Vertrag-
lichkeit der 30 Eigenschaftskombinationen, von einer Ab-
schwichung der Axiome natiirlich nicht beriihrt werden.
Dagegen hiangt die zweite Behauptung, dal nur diese 30
Kombinationen vertriglich sind, von der Giiltigkeit der
Lemmata 2 und 3 ab. i

Lemma 3 bleibt nur dann erhalten, wenn zu je zwei Zu-
standseigenschaften P%, @Q# mit P@Q = 0 stets eine ZdE
existiert, die sowohl P-feiner als auch @-feiner ist.

Bei Lemma 2 sind nur die Beziehungen (2.4) und (2.6)
von einer sinnvollen Abschwichung der Axiome (1a) und
(1d) unabhéngig; die Aussage (2.5) dagegen hingt wieder
von der Menge der Observablen und Makrozustinde ab.

4. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit untersucht die Moglich-
keit einer ensembletheoretischen Reformulierung der
Quantentheorie, in der sich jedes Objekt in einem
streufreien Mikrozustand befindet (dessen definie-
rende Parameter simtlich ideal mefbar sind) und in
der sich alle Quantenzustidnde als Gibbssche En-
sembles solcher Mikrozusténde auffassen lassen.

Unsere Uberlegungen fiihrten zu folgenden Er-
gebnissen :

a) Eine Theorie verborgener Parameter kann nur
dann an ideal mefBbaren, von einer Messung unab-
hiangigen Objekteigenschaften festhalten, wenn die
eineindeutige Zuordnung zwischen Observablen und
Operatoren aufgegeben wird.

b) Akzeptiert man eine verallgemeinerte Obser-
vablenkonzeption, so lassen sich alle Quantenzu-
stande als Ensembles von Mikrozustédnden auffassen,
die ohne prinzipiell verborgene Parameter charak-
terisierbar sind.
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Die vorliegende Arbeit beschrénkt sich allerdings
auf die Untersuchung der zeitunabhéngigen Aspekte
einer solchen Theorie. Das Problem der zeitlichen
Entwicklung der Ensembles wird in einer weiteren
Arbeit untersucht.

Anhang

Beweis zu Lemma 1
Aus den Axiomen (1) und (2) und PW = 0 ergibt
sich 16
0=Sp(PW) = iy (M}) = piy (M3 N M) =0
und das bedeutet
pwfz|0P2 QP =0} =1.
Die Aquivalenz der Gln. (2.1) und (2.2) folgt un-
mittelbar aus den Beziehungen
WE=P<=W1—P)=0

und 0P < 008 - 0Pa0(1 — Q)8 = 0.

Beweis zu Satz 1#

Da Satz 1# eine einfache Verallgemeinerung eines
Satzes von BELL? darstellt, konnen wir den wesent-
lichen Teil des Bellschen Beweises fast unverandert
als Hilfssatz iibernehmen.

Lemma A1

Voraussetzungen: a) dim H = 3; b) Axiom (1a),
(1b) und (1c¢); c¢) Beziiglich mindestens eines MafBes
wauf (Q, &) erfillen alle Zustandseigenschaften aus
H p-fast iberall die Beziehungen

PQZO AOP“($)21:>0Qﬂ(x):O, (1)
PP,=07AQ< P+ Py A\OP?=0P8 —0

= 0Qv = 0. 2)

Behauptung: Fiir zwei beliebige Einheitselemente
@, v aus H gilt die Beziehung

u{reQ|0P%x) =0, °Qf(x) =1} > 0 =
=le—vl>3. (3)

Um Satz 1% zu beweisen, zeigen wir zunéchst die
Aquivalenz von (E1) und (E1’). Sind R und S zwei
beliebige Projektionsoperatoren mit RS = 0, so gilt
R <1 — S und aus (E1) folgt

uy{OR* < (1 — 8)F} =1. 4)

16 M3 bezeichnet die Menge {x € 2| °P*(z) = 1}; °P%* ist
also die charakteristische Funktion von M.
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Wegen Axiom (1b) gilt
01 —8)p=1—1088 (5)
und aus (4) und (5) ergibt sich
UG {OR*-088 =0} =1.

Setzen wir (E1’) voraus und sind R, S zwei be-
liebige Projektionsoperatoren mit R =< S, so gilt
R(1 — 8S) = 0 und aus (E1’) ergibt sich

Uy {OR*0(1 — 8)f =0} =1. (6)
Aus den Gln. (5) und (6) folgt dann
#%‘{ORd.SOSﬂ} .

Im nichsten Schritt weisen wir nach, dalB3 die
Beziehungen (1) und (2) aus Axiom (1b) und (£1)
bzw. (E1’) folgen. Nach (E1) gilt

(Y P) (Yo, B) uy {OP* = OP#} = 1 . (7)

Ist y eine beliebige ZdE mit den Elementen P; und
P, so folgt aus Axiom (1b)

OP} 4 0P} = O(Py + Py’ ®)

und aus (7) und (8) erhalten wir

(Yo, B, y) b {OP* 4+ OPE = O(Py + Po)'} = 1. (9)

Aus (E1) und GI. (9) ergibt sich dann die Beziehung
(2). Beziehung (1) ist lediglich ein Spezialfall von
(E1%).

Im folgenden setzen wir nun (E1), dim H =3
und die Axiome (1a) und (1b) voraus. Sind ¢ und o
zwei beliebige Einheitselemente aus H mit
| — w| = %, so folgt aus Lemma A1

(Vo ) u& {0P% =0, 0OPF =1} =0. (10a)

Aus Symmetriegriinden gilt entsprechend

(Va, B) ub{OP2=1, OPE=0} =0  (10b)
und aus (10a) und (10b) ergibt sich
(Va, B) u {OP% = 0P} = 1. (11)

Da sich zwischen zwei beliebige Einheitselemente &,
{ aus H stets eine endliche Kette

£:¢07 ¢1:~-->‘Pn,¢n+1: C

von Einheitselementen mit | ¢; — @11 = 4 legen
1aBt, erhalten wir aus (11)

(VP,Q mit Sp(P)=Sp(Q) =1)(Va,f)

py{O0Pr =0Q8} =1. (12)
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Ist o eine beliebige ZdE in elementare Projek-

tionsoperatoren, 1 = > 7';, so folgt aus Axiom (1b)
1€eKa
(sieche Lemma 2.1 in I)

i4j<0TF-OTF=0, 1=30T%.

1€Kq
Zwischen den Gln. (12) und (13) besteht aber ein
Widerspruch. ||

(13)

Beweis zu Lemma 2

Der Beweis von Aussage (2.4) ist trivial. Wie man

sich leicht tiberlegt, 148t sich jedes Element M € £,
N m

M + 0 in der Form M =|J(M\ M %, schreiben mit
i=1j=1
den Nebenbedingungen

(Vl,j) Pij +0;(Ve) [y ¢k¢>aq + ik -

Insbesondere gilt also stets

M+0AMec#=(3IM)M, =

ﬂ My

mit QH:O und i#:joﬁi*ﬂj.
Wahlen wir nun einen beliebigen extrem unschar-

fen Makrozustand VI%,

(14)

so gilt per definitionem
I1 Sp(ﬁ/ Qi) + 0 und aus (E2) folgt
i=1

iy (M) = ujy (M) > 0.

Wegen der trivialen Beziehung

(VYMeB)[(3U)uy(M)>0=M +0] (15)

haben wir damit gleichzeitig die Aussagen (2.5) und
(2.6) bewiesen. |

Beweis zu Lemma 3

Wir setzen die Axiome (1) und (2) und Eigen-
schaft (E6) voraus und betrachten die Mengen
X = M%NM% und Y = M% N M¥% fiir einen be-
liebigen Projektionsoperator 0 << P << 1 und zwei
beliebige P-feinere ZdE. Es gilt

XNnY=20, LCAMA=XUY
und
(VY p auf (2, 2))
w(Mp) = u(MB) — u(Y) + u(X).  (16)

Angenommen, es gibe einen Makrozustand U? mit
u(X U Y) > 0; dann existiert wegen (E6) auch
ein Makrozustand W¢ mit der Eigenschaft

i (X) + uyw (Y)

W.OCHS

und aus (16) folgt sofort ein Widerspruch zu Axiom
(2). Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas gibt
es also keinen Makrozustand U?¢ mit

po (M A Mp) >0
und das bedeutet

(VP) (Yo, B) (Y We) g {OP= = 0P8} = 1. (17)

Sind nun P, @ zwei Projektionsoperatoren mit
P@Q = 0 und ist o eine beliebige P- und @-feinere
ZdE, so ergibt sich aus Axiom (1b) (siche Lemma 2.1
aus I)

MeNMy=0. (18)
Aus der Identitit M c N U (M A N) folgt dann

%N Mh

CIMP U (Mp A MP]IO[MG U (MG A MY)]
=M N MY UM (MyA MYV
(MG ( M3V [(MyA MG N
Die rechte Seite von Gl. (19) stellt nun nach den

Gln. (17) und (18) eine Vereinigung von Nullmengen
dar; folglich erhalten wir

(VP,Q)PQ=0
= (YWe) (Va, B) uig {0P*°QF = 0} = 1]
und a fortiori die Eigenschaften (E1) und (E1). |

(19)
(Mp A M3)].

Beweis zu Satz 3

Fiir diesen Beweis wiederholen wir kurz die Kon-
struktion des EQT-Modells aus I: Ist 4% eine be-
liebige Observable mit der A-feineren ZdE o,

1 =3 @i, so 1aBt sich der Operator A auf genau
1€Ka
eine Weise in der Form 4 = > ¢4(¢)
1€Ka
und die Zuordnung A% <~ ¢4 ist eineindeutig. Den
in Axiom (1) geforderten MefBraum definieren wir

als das Produkt 17
(Q, g): = ® ga: = ®(Ka,g(]{a)),

aeA acA

@; darstellen

(20)

wobei #(K,) die Potenzmenge der Indexmenge
K, cN bedeutet. 2 besteht demnach aus allen Ab-
bildungen z: /1 — N mit der Eigenschaft x(x) € Ky.
Die Abbildungen 04%: 2 — a definieren wir als
eindimensionale Zylinderfunktionen

04%(x): = galz ()] . (21)

17 H. Baver, Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige
der MaBtheorie, Bd. 1, Springer, Berlin 1964.
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Die auf K, erklirte Funktion m (i) = Sp(W ;)
induziert eindeutig eine Wahrscheinlichkeit m$y auf
Eo: = (Ko, P(Ky)), und mit Hilfe dieser Wahr-
scheinlichkeiten definieren wir die geforderten Mal3e
uyy auf (2, #) durch

o s 3
s = Q@ myy .
acd

(22)

Beweis zu Satz 3a

In Satz 2 wurde bereits gezeigt, dafl die Axiome (1)
und (2) in dem oben definierten Modell erfiillt sind.
Wir betrachten nun einen beliebigen Makrozustand
U° und n Zustandseigenschaften P{, ..., P mit
verschiedenen ZdE und der Eigenschaft

Ie

Aus den Gln. (20) bis (22) folgt dann unmittelbar
n n n
I (ﬂ M?i,) = T1py (M%) =T18p(UP)>0.
i=1 i=1 i=1
Damit ist Eigenschaft (E2) in unserem Modell nach-
gewiesen und aus Lemma 2 folgt das gleiche fiir die
Eigenschaften (E4) und (E5). Die Giiltigkeit von
(E3) erkennt man unmittelbar aus den Gln. (20)
und (21).

Beweis zu Satz 3b

Um Satz 3b zu beweisen, brauchen wir — nach
dem Beweis von Satz 3a — nur noch zu zeigen, dafl
im Fall dim H = 2 auch die Eigenschaften (E1) und
(E6) in unserem Modell gelten. Ist P =< @, so liegt
bei dim H = 2 genau eine der folgenden vier Mog-
lichkeiten vor: P = @ oder P =10 A Sp(Q) =1
oder P=0 A Q =1oder Sp(P)=1 rQ=1.1In
allen vier Fillen gilt nun trivialerweise (\7’~ o, B)
M»C M % und a fortiori ist Eigenschaft (E1) erfillt.

Wir betrachten zwei beliebige Mengen 4, B e %
mit AN B=0 und (3U% ud (AU B)>0; ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir im
folgenden 4, B =+ ) voraussetzen. Wegen dim H = 2
lassen sich 4 und B in der Form

Az()”&M";;‘)x(XKV),
=

veAaA
. Y Fa (23)
B= (XM@;) X ( XK,,)
i=1 yeA
y#*pi
darstellen mit
Sp(Pl):Sp(Ql):17 Z.4=7.<>at=f=aj, ﬁi:‘:ﬂja
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K, = {1, 2} fir alle (von der trivialen ZdE ver-
schiedenen) y € A und M%,, M% = {1} oder {2}.

Aus AN B =0 und 4, B + 0 folgt die Existenz

einer ZdE7, 1 = R + (1 — R), mit der Eigen-

schaft, dafl M als Faktor in 4 und M} _ als Faktor

in B auftreten. Ohne Beschrinkung der Allgemein-

heit kénnen wir oy = 1 = 7 annehmen; damit er-

gibt sich
m
A= M%3 X (XM“p‘.> X (XK/)
t=2 veA

yEai
n

B Mi_px (XMg) % (XK),).
1=2 yeAd
y*bi
Wegen Sp (R) = 1ist R auch ein Makrozustand und
wir erhalten
m m
#r(4) = Sp(R) [[Sp(R Py) = [[Sp(R Py),

i=2 1=2

#(B) =SpIR(L — RNTISp(RQ) =0.  (24)

Aus dim H = 2 und ¢ #j <oy + oy ergibt sich
(Vi+j,1=¢7j=m) 0< P;P; <1
und mit R = P, folgt daraus
0 <pur(4) +pur(B)=0.
Damit ist auch Eigenschaft (E6) nachgewiesen.

Beweis zu Satz 3¢

Um die Vertriglichkeit der in Satz 3¢ angegebe-
nen dreiBlig Eigenschaftskombinationen nachzu-
weisen, miissen wir zu jeder Kombination ein eigenes
Modell konstruieren. Da die explizite Konstruktion
dieser dreiflig Modelle aber unnétig viele Wieder-
holungen enthalten und zu viel Platz benétigen
wiirde, geben wir im folgenden zu jeder der vier
Kombinationen-Klassen (c1) bis (c4) ein Grundmodell
an und zeigen, durch welche Anderungen sich die
ibrigen Modelle einer Klasse aus dem zugehorigen
Grundmodell ableiten lassen.

Klasse (c1)

Als Grundmodell der Klasse (¢1) nehmen wir das
bisher betrachtete Modell aus Satz 3a. Wie wir in
Satz 3a und den Lemmata 2 und 3 gezeigt haben,
geniigt dieses Modell den Axiomen (1) und (2) und
besitzt die Eigenschaften (E2) bis (E5), — (E1) und
— (E6). Wenn wir angeben, wie sich Axiom (2) und
(E3) unabhingig voneinander und von den iibrigen
Eigenschaften verletzen lassen, haben wir damit
bereits die vier Modelle der Klasse (¢ 1) konstruiert.
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(I) Um Axiom (2) zu verletzen, geniigt es, ein ein-
ziges Mal} geeignet abzuindern. Dazu wihlen wir
eine ZAE B, 1 =35 @; mit 2 <Zg: = |Kp| < o
€K

vl ginen MikEomustand. 0% b Sp(U Q1) +Z5.
Die auf Kz erkliarte Funktion d~(i) = Z; ! induziert
ein Mal} df auf &3 = (K, Z#(Kp)) mit der Eigen-
schaft

dAf({1}) +Sp(U Q) .

Wir definieren nun das MaB u$; als einziges MaB ab-
weichend von Gl. (22) durch den Ausdruck?!?

,u%::dBCx)(@m%).

(25)

acd
axf

Aus Gl. (25) ergibt sich dann u$ (M%) + Sp (U 1)
und Axiom (2) ist verletzt.

(II) Um (E3) zu verletzen, lassen wir einfach einen
bestimmten Punkt x, (oder allgemeiner abzéhlbar

K, =K,={l,.s
Die auf K, X K., erklirte Funktion

( 1
(5.4 Sp(V P{™)Sp(V P{) + - 4

qV(%?) =

Sp (V P{™) Sp (V P{)

mit

Sp(VP{)Sp(VP{) = min [Sp (VP{™) Sp(V P{™)]

induziert auf &, @ &,, eindeutig eine Wahrschein-
lichkeit gy mit den Eigenschaften

qv(ik} x {k}) =0,
gv({t} X K) = Sp(V Py,
qv(K X {j}) = Sp(V P}) .

(27)

Wir definieren nun das Mal uf auf (2, ) abwei-

chend von Gl. (22) durch
lu{'y: =qv ® ®m¥; (28)
aeA
xXFT1,Te

nach Konstruktion hat es die Eigenschaften

[oAxduy =Sp(AV), ph(Mpn Mp)=0.
Q

18 Um die Elemente verschiedener ZdE unterscheiden zu

konnen, schreiben wir im folgenden 1 = X P® fiir die
i€Ka

ZdEa«. Die Mengen Jll;m bezeichnen wir auch mit M%.

,No}, TISp(VP{)Sp(VPE)> 0.

1=

— Sp(V P{™) Sp(V P{™) fiir

W. OCHS

viele Punkte) aus 2 weg. Trivialerweise beriihrt die
Anderung
(2, 2)—> (2, L) =

(Q\tg, {M N Q', Me 2}

des MeBraums keine der iibrigen Folgerungen.

Wie man sich leicht {iberlegt, lassen sich die An-
derungen (I) und (II) unabhéngig voneinander vor-
nehmen ohne die iibrigen Eigenschaften des Modells
zu beeintrachtigen.

Klasse (c2)

Als Grundmodell der Klasse (¢2) nehmen wir
wieder das Modell aus Satz 3a, allerdings mit fol-
gender Anderung:

(III) Wir wéhlen einen beliebigen Makrozustand V7
und zwei ZdE 71 = 72 (71, 72 #+ ) mit den Eigen-
schaften18

Sp(V P{™) Sp(V P{™) fir i+

b =4

Damit haben wir das zweite Grundmodell mit den
Eigenschaften Axiom (1), Axiom (2), —(E1),
— (E2), = (E6) und (E3) bis (E5) konstruiert. An
diesem Modell lassen sich nun die Eigenschaften
(E3) bis (E5) und Axiom (2) unabhéngig vonein-
ander aufheben:

Axiom (2) und (E3) zerstoren wir wie oben durch
die Anweisungen (I) und (II).

(IV) Um (E4) zu verletzen, miissen wir alle Male

so umdefinieren, dafl fiir mindestens eine Menge
YeZB, Y 0 gilt

(VW) iy (¥) = 0.

Dazu wihlen wir drei spezielle verschiedene ZdE
o1, 02, 03 mit den Eigenschaften
K, =K, =K, =1{1,2,3}
P(202) — Pflﬂl) , Pgﬂa) — P(301) , op % ﬁ’ 7

Aus (29)

(29)

und definieren Y:
folgt

= M A MZ A M.

3
(Y We) S Sp(W Py —

i=1

3
Z&p W P =
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Sei nun W¢ ein beliebiger Makrozustand; dann de-
finieren wir auf K, x K,, X K,, eine Funktion ew
durch die Vorschrift:

3 3
a) Fir [[Sp(W P{Y) = 0 sei éw = [[m$p
i=1 i=1

3

b) Im Fall [[Sp(W P{)) > 0 koénnen wir ohne

i=1
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen
0 < Sp(W P{V) < Sp(W P{) < Sp(W P{v);

daraus folgt Sp (W P{Y) < } und Sp (W P{V) < %
und auf K, X K, existiert daher eine Funktion
fw mit den Eigenschaften

fw(1,2)=0,

3 .
> fw(i,j) = Sp(W P),
i=1

w(i,j) =0,

? (i,7) = Sp(W Pg).

iIMw =

Im Fall (b) definieren wir nun éw: = fymy

Man priift leicht nach, daB die Funktion ew ein

normiertes MaBl ew auf &, © &,, ® &,, induziert,

und mit Hilfe dieses MaBes definieren wir dann die

Wahrscheinlichkeiten u3y auf (2, ) durch
Uy: = ew © Q) my .

oA
a+0q

(30)

Die so modifizierten Maf3e haben nach Konstruktion

die Eigeunschaften
(V) (V)
pw (MT N

und damit ist (E4) zerstort.

(V) Um (E5) zu verletzen, dndern wir das Maf

eines beliebig herausgegriffenen extrem unscharfen

Makrozustands 7'% folgendermaflen ab: Wir wéhlen
zwei weitere ZdE 73, 74 + 71, 72, 03, fmit K, = K

== {1,
MaB qT

piy (M3) = Sp(W P),
M3 M) = () =0

T4

, Ny} und definieren auf &, @ &, das
wie in (III). Entsprechend definieren wir
B =gz 0 @mS,. (31)

acA
o *+7T3,T4

Nach Konstruktion hat dieses Maf} die Eigenschaften
(VAx) 04« dy‘% =SpA7T), ,u‘%(M,?, NME) =0,
2

wodurch (E5) verletzt wird.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dal} keine der
Anderungen (I), (II), (IV) und (V) die iibrigen
Eigenschaften des (¢2)-Grundmodells beeintréchtigt
und daB diese Anderungen (durch geeignete Multi-
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plikation der speziellen Randmale d, e und ¢) in
beliebiger Zusammenstellung vorgenommen werden
konnen. Damit haben wir alle sechzehn Modelle der
Klasse (c2) konstruiert.

Klasse (c¢3)

Zur Konstruktion des Grundmodells der Klasse
(¢3) verwenden wir wieder den MeBraum (02, %)
und die Funktionen 04«. Auf K, definieren wir die
Funktion A”(i): = 2-i(1 — 2~ 1E»|)-1

n
und auf X K, die Funktionen
j=1

~ n
k7% (01, .enstn): = [[ 0y,
i=1
Diesen Funktionen entsprechen die Wahrscheinlich-
keiten A7 und k [}:::5"] auf &, bzw. @ Sy, Auf

(2, #) definieren wir dann die Wahrschemhchkelten

v[oee]: = (b @by + § k) 0 @ h7. (32)
= e
! 7’* ai

Zu jeder vorgegebenen Menge {a1,...,an} von

ZdE gibt es abzdhlbar viele verschiedene Mafle
v[:::]; folglich gibt es (wegen | A| = ¢) insgesamt
maximal | A|N = | 4| MaBe »[:::] und die Anzahl
dieser Mafle ist hochstens gleich der Anzahl der
Makrozustinde der EQT. Es existiert daher eine
surjektive Abbildung ¢ der Menge aller Makro-
zusténde auf die Menge alle MafBle v. Mit Hilfe dieser
Abbildung definieren wir die Wahrscheinlichkeiten
M des (¢3)-Grundmodells:

oy = £(We) = w[:::]. (33)

Das durch die Gln. (20), (21) und (33) definierte
Modell besitzt offensichtlich die Eigenschaften
— (E1) und (E2) bis (E5) und verletzt Axiom (2).

Wir betrachten nun zwei beliebige Mengen D;, Do
aus 4 mit Dy N\ Dy = 0, (3 U9) ,u%(Dl U D) > 0.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir
D; # 0 annehmen; dann existiert eine Menge

= (Y M}t c Dy und aus Gl. (32) folgt
i=1
v (g (M) > §.Ist See 41 (v [§1-07]) , so ergibt
sich aus M, c D; und D; N Dy = () unmittelbar
us(D1) = us(Mo) >3,  us(D2) = ug(\D1) <}

und Eigenschaft (E6) ist erfillt. Damit haben wir
das Grundmodell der Klasse (¢c3) mit den Eigen-
schaften — Axiom (2), — (E1) und (E2) bis (E6)
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konstruiert. Offenbar kénnen wir (E3) unabhingig
von den tbrigen Eigenschaften durch Anweisung
(IT) verletzen, wodurch sich auch das zweite Modell
der Klasse (¢3) ergibt.

Klasse (c4)

Andert man das (c3)-Grundmodell nach An-
weisung (III) ab, so ergibt sich ein Modell mit den
Eigenschaften — Axiom (2), — (E1), = (E2) und
(E3) bis (E6). Dieses Modell wihlen wir als Grund-
modell der Klasse (c4). An diesem Modell lassen
sich die Eigenschaften (E3) und (E5) durch die
Anweisungen (II) und (V) zerstoren.

(VI) Um (E4) zu verletzen, miissen wir alle Mafle
des (c4)-Modells geeignet modifizieren. Dazu wéh-
len wir eine ZdE 4 + 71, 72, 73, T4, f und definieren
auf K, die Funktion

pE)=21"(1 — (1 — 1),
die ihrerseits die Wahrscheinlichkeit p* mit der
Eigenschaft p*({1}) = 0 auf &, induziert. Dann

ordnen wir jedem Mall » [[!] eindeutig ein neues
MaB »'[;;;] zu durch die Vorschrift

i el B e

= l% ® b + %k[ii:::"::l]

i=1

21—]KA )

@p" ® ®h?

veA

y*oag,
fir A¢{o1,...,on},
n
= [(p @) + %k[‘:i:::i:]] 2 @K (34)
t=1 yed
[ TEW ) PE 7]
fir Aef{a,...,an} aber [}] ¢[3,
—pla@h fiir [2] e [22).
Y

Entsprechend modifizieren wir die (maximal zwei)
in den (c4)-Modellen auftretenden ,,Ausnahme-
mafe’ uy bzw. uf aus (III) und (V): Wegen
A =+ 71, T2, T3, T4 baruchen wir in den Definitionen
(28) und (31) nur den Faktor m} bzw. m; durch p#
zu ersetzen. Dann erhalten wir fir alle MafB3e in (VI)

(VWe) uly (M7) =0 und (E4) ist verletzt.
Wie man sich leicht klarmacht, beeinflult keine der
Anderungen (II), (V) und (VI) die jeweils iibrigen
Eigenschaften des (c4)-Modells. Damit haben wir
auch die acht Modelle der Klasse (c4) konstruiert
und Satz 3 ist vollstandig bewiesen. ||

Beweis zu Satz 4
Liegen die Operatoren P, Pr, Pyund P, Py
in X so folgt aus Annahme (C3)
PéP;ZODJIff\iW;:o,
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(Pe Py =0) A (Py< Pz+ Pg) = Myc(MsU My).
(35)

In H definieren wir die Elemente

o=gq1+ag:, =q@1+agz+ (a/b) gz,  (36)

y2= —ags+abgs, y3= g1+ (ab+ (afb)) @3,
mit den Eigenschaften

olgs) =0, y1=0+ (afb) g3,
<‘lp1 I 1/)2) =0 und Y3 =yY1 + Y2 . (37)
Fiir a, b, ab, a/b aus A4 liegen die Operatoren P,
und P, in X, und aus (A2) und den Gln. (35) bis
(37) folgen die Relationen
M, N"NM,NnM, =0,
M, cM,OM,, (38)
M,cM,vM,,
M, cM, VM,
Wir betrachten nun die Menge X: = M, N M,.
Aus den Relationen (38) folgt unmittelbar
M, c(M,,VM,)c (ML M,VM,)
cM,UM, = (39)
Setzen wir @ = rs(r2 4 s2)~1, b = + r/s und spe-
ziell r = 1, s = 2, so liegen alle Koeffizienten der
Linearkombinationen aus (36) in A und es gilt
(@b + alb) = 4+ 1.

Mit 'Pé = @1+ @2, wé’ = @1 — @2 erhalten wir
aus Gl. (39)

M UM;.cX. (40)

Mit @1 =} (3 + y3) und (ys|ws ) = O ergibt sich

5) und (40)
M,cMzuM,)cX. (41)

Aus Gl. (41) und der Definition von X folgt schliel3-
lich

aus (3

X=0 oder M, cM,. (42)
Daraus ergibt sich
VWeO) my(M,) < py(M).  (43)

Nach Gl. (43) und Annahme (B2) gilt insbesondere

.qu(Mm) é M pe, (‘7‘19) *

Diese Gleichung widerspricht aber Annahme (D),
nach der die linke Seite gleich eins und die rechte
Seite kleiner als eins ist. |

Herrn Prof. Dr. G. Sttssmax~ danke ich fiir sein lebhaftes
Interesse an dieser Arbeit und fiir viele wertvolle Diskus-
sionen. Die Arbeit wurde in dankenswerter Weise von der
Deutschen Forschungsgemeinschaft unterstiitzt.



